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Реферат. Решается задача аналитического синтеза управляющего ускорения беспилотного летательного аппара- 
та (БЛА) при его полете по сложной траектории, состоящей из последовательно расположенных участков горизон-
тального полета, находящихся на разной высоте относительно земной поверхности. Задача решается как аналитиче-
ское определение оптимального управления линейной нестационарной системой при заданном минимизируемом 
функционале качества. Математическая модель системы представляется в виде дифференциальных уравнений  
движения БЛА в вертикальной плоскости неподвижной системы координат, привязанной к земной поверхности. 
Особенностью предлагаемой методики решения задачи является обоснование оригинального вида минимизируемого 
функционала и параметров, входящих в полученный известными методами закон изменения управляющего ускоре-
ния. В формате составляющих функционала качества рассматриваются значения координат и скорости беспилотного 
летательного аппарата, заданных в соответствующих точках пространства, через которые должен проходить путь 
аппарата, для получения оптимальной кривизны траектории. Вычисленные математические зависимости позволяют 
реализовать их на борту летательного аппарата и, в конечном итоге, решают задачу обеспечения минимальных затрат 
энергии при управлении объектом (БЛА). Компьютерное моделирование аналитически полученных результатов  
в виде траектории полета беспилотного летательного аппарата и процессов изменения его ускорения и скорости  
показало работоспособность предлагаемой методики и перспективность ее использования на первоначальном этапе 
синтеза системы управления БЛА. 
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Abstract. The problem of analytical synthesis of the control acceleration for an unmanned aerial vehicle (UAV) during its 
flight along a complex trajectory, consisting of sequentially located horizontal flight sections, located at different heights 
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relative to the earth's surface has been solved in the paper. The problem has been solved as an analytical definition of the  
optimal control of a linear non-stationary system for a specified minimized quality functional. The mathematical model  
of the system is presented in the form of differential equations of UAV motion in the vertical plane of a fixed coordinate  
system related to the earth's surface. A feature of the proposed methodology for solving the problem is the substantiation  
of the original form of the minimized functional and parameters included in the law of variation of the control acceleration 
obtained by known methods. As the components of the quality functional, the values of coordinates and velocity of the UAV 
are considered and they are specified at the corresponding points in space through which the UAV path must pass, in order  
to obtain the optimal curvature of the trajectory. The derived mathematical dependences make it possible to implement them 
on board of an aircraft and, ultimately, solve the problem of ensuring the minimum energy consumption when controlling  
an object (UAV). Computer simulation of the analytically obtained results in the form of the UAV flight trajectory and  
the processes of changing its acceleration and speed have shown the efficiency of the proposed technique and the prospects  
of its use at the initial stage of the synthesis of the UAV control system. 
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жущиеся системы, обладающие элементами 
искусственного интеллекта, занимают широ-
кую сферу применения в различных областях 
человеческой деятельности. Синтез управления 
этими системами основан в первую очередь на 
использовании их математических моделей, 
поскольку такие системы являются структурно 
и конструктивно сложными. К настоящему 
времени создано и внедрено много различных 
подходов к разработке аналитических методов 
синтеза управлений данными системами, осно-
ванных на использовании математического мо-
делирования. Среди них – как строгие матема-
тические методы с точным решением задач оп-
тимизации, так и приближенные инженерные 
подходы, предназначенные для решения част-
ных задач, различающиеся постановкой задачи 
и путями ее решения, сложностью создания 
адекватных математических моделей систем, 
возможностями разработчиков. Различные под-
ходы к решению задач синтеза систем управле-
ния мехатронных систем позволяют наиболее 
эффективно использовать преимущества каж-
дого из них. 
Рассмотрим задачу синтеза системы управ-
ления беспилотного летательного аппара- 
та (БЛА) при его полете по сложной траекто-
рии. БЛА имеют широкое распространение, 
разное предназначение и соответственно раз-
личные конструктивное исполнение и способы 
применения. Среди сфер использования БЛА 
наиболее распространенные – способы монито-
ринга земной поверхности и объектов, находя-
щихся на ней. Без применения БЛА в наше 
время уже трудно представить решение задач 
картографии и геодезии, мониторинга труд- 
нодоступных районов, лесов, полей во всевоз-
можных спектральных диапазонах с различ- 
ных ракурсов. Не говоря уже об использова- 
нии БЛА в чрезвычайных ситуациях, в военной 
сфере и т. д. 
Математические модели применения БЛА 
включают в себя большое число математиче-
ских выражений, которые описывают переме-
щения БЛА как твердого тела в пространстве, 
включающие уравнения кинематики и динами-
ки движения центра масс и относительно цен-
тра масс [1, 2]. Здесь должны присутствовать 
модели атмосферы, включающие ее турбулент-
ность, математические выражения, описываю-
щие физические процессы, происходящие в 
различных системах и элементах БЛА. Матема-
тически моделируются происходящие в систе-
мах БЛА механические и электрические про-
цессы. Кроме того, в математических моделях 
функционирования систем БЛА могут присут-
ствовать модели, описывающие газодинамику, 
пневматику, гидравлику. Значительную часть 
математических моделей систем управления 
БЛА занимает моделирование радиотехниче-
ских систем и их элементов. 
В связи с большой сложностью математиче-
ского описания всех элементов БЛА синтез 
управления БЛА необходимо производить по-
этапно, начиная с решения наиболее общей за-
дачи и последовательно переходя к решению 
частных задач. 
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Синтез траекторного управления  
беспилотным летательным аппаратом 
 
Эволюция изменения вектора парамет- 
ров X(t), описывающих полет БЛА в простран-
стве, в общем случае представляется вектор-
ным уравнением вида [3] 
 
0 0( ) ( , ); ( ) ,X t f X t X t X              (1) 
 
где f(X, t) – нелинейная векторная функция; t – 
текущее время, независимая переменная. 
Для исследования полета БЛА по заданной 
траектории необходимо иметь математическую 
модель соответствующей траектории. В связи  
с тем, что в процессе полета в большинстве 
случаев не предусмотрено энергичное манев-
рирование БЛА и параметры его движения при 
этом не достигают наложенных на них ограни-
чений, используя различные методы линеари-
зации относительно опорной траектории, мате-
матическую модель движения БЛА в прост- 
ранстве состояний можно описать линейным 
векторно-матричным дифференциальным урав- 
нением  
 
0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ,X t A t X t B t U t X t X     (2) 
 
где U(t) – вектор управлений; A(t), B(t) – матри-
ца переменных коэффициентов. 
При решении задач синтеза управления БЛА, 
как правило, рассматривается задача Больца,  
в которой минимизируемый функционал каче-
ства представляется в виде квадратичного функ-
ционала Летова – Калмана [3] 
 
0








X t Q t X t U t S t U t dt
 
   
   (3) 
 
где Xk = [xk, yk, zk]T – вектор, включающий 
минимальные отклонения (промах) БЛА отно-
сительно промежуточной k-й точки маршрута; 
X(t) = [x(t), y(t), z(t)]T – то же текущих коорди-
нат центра масс БЛА в заданной системе коор-
динат; U(t) = [ax(t), ay(t), az(t)]
T – то же управле-
ний, состоящий из нормальных ускорений цен-
тра масс БЛА в этой системе координат. 
Рассмотрение линейного квадратичного 
функционала качества (3) и линейной модели 
эволюции системы (2) существенно упрощает 
задачу синтеза. В этом случае имеет место так 
называемая задача аналитического конструи- 
рования оптимального регулятора, в которой 
искомый вектор оптимального управления 
определяется из выражения [3, 4] 
 
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),TU t S t B t K t X t            (4) 
 
где K(t) – матрица коэффициентов, вычисляе-
мая путем решения векторного дифференци-
ального уравнения типа Риккати  
 
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )




K t A t K t K t A t
K t B t S t B t K t Q t K t R





Основная проблема, возникающая в этом 
случае при определении оптимального управ-
ления U*(t), заключается в решении так называ-
емой двухточечной краевой задачи, которая 
предполагает одновременное решение систе- 
мы дифференциальных уравнений (2) и (5). 
При этом у системы (2) заданы начальные 
условия, а у (5) – конечные. Аналитическое 
решение данной задачи возможно лишь в неко-
торых случаях для систем малой размерности. 
В остальном же для решения двухточечной  
задачи обычно применяется метод прогонки, 
при котором в начальный момент времени за-
даются приближенные крайние значения для 
одной из систем – (2) или (5), а затем много-
кратно интегрируются (2) и (5) в «прямом»  
и «обратном» времени до достижения в каждом 
конкретном случае необходимой точности по-
лучения результата. 
Синтез закона управления траекторией БЛА 
(как и любого летательного аппарата) заключа-
ется в формировании закона изменения векто- 
ра скорости БЛА v

 как по направлению, так  
в ряде случаев и по величине. В соответствии  
с существующими законами механики при из-
вестной массе БЛА задача сводится к опреде-
лению потребного вектора ускорения центра 
масс БЛА, который приводит к изменению век-
тора v

 и, соответственно, к изменению траек-
тории полета БЛА. При этом рассматриваются 
математические выражения, описывающие ки-
нематику и динамику движения БЛА как точки 
в пространстве с учетом рассмотрения соответ-
ствующих систем координат. 
При моделировании траектории полета БЛА 
рассматривается его движение в прямоуголь-
ной неподвижной системе координат, привя-
занной к земной поверхности. За начало этой 
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системы координат обычно принимается точ- 
ка старта БЛА (стартовая система коорди- 
нат ОXYZ) [5]. Параметры траектории полета 
БЛА описываются вектором, характеризующим 
положение центра масс БЛА в этой системе 
координат XT(t) = [x y z], связанного с вектором 
скоростей и вектором ускорений в данной си-
стеме координат соответствующими вектор- 
ными дифференциальными уравнениями: 
( ) ( )X t v t , ( ) ( ),v t a t  где vт(t) = [vx vy vz], aт (t) =  
= [ax ay az]. При заданной траектории полета 
БЛА задача управления им состоит в определе-
нии вектора управляющих ускорений БЛА  
т ( ) [ ],y уx уy уza t a a a  приложенного к центру  
масс аппарата. 
Рассмотрим широко распространенную за-
дачу изменения траектории полета БЛА в вер-
тикальной плоскости. Она может иметь место  
в ситуации, когда БЛА осуществляет полет  
на большой высоте, затем снижается для вы-
полнения задачи и опять набирает высоту, не-
обходимую для предотвращения столкновения 
с наземными объектами. На рис. 1 представлен 
общий вид траектории полета БЛА по заданно-
му маршруту.  
 
            
 
Рис. 1. Траектория полета беспилотного летательного 
аппарата: 1, 2, 3, 4 – точки начала и окончания  
соответствующих участков изменения траектории;  
v

 – вектор скорости; ya

 – вектор вертикального  
управляющего ускорения беспилотного летательного  
аппарата; g

 – вектор гравитационного ускорения 
 
Fig. 1. Unmanned aerial vehicle flight trajectory:  
1, 2, 3, 4 – start and end points of corresponding sections  
of trajectory change; v

 – velocity vector;  
ya

 – vector of vertical steering acceleration  
of unmanned aerial vehicle;  
g

 – gravitational acceleration vector 
 
На рис. 1 принято, что БЛА осуществляет 
полет с постоянной скоростью const.v 

 
В [6, 7] рассматривается решение аналогич-
ной задачи при полете БЛА через заданные 
точки пространства. Однако в этом случае за-
дача несколько проще, так как не накладыва-
ются жесткие требования к изменению вектора 
скорости .v

 На каждом из заданных участков 
полета БЛА система дифференциальных урав-
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                 (6) 
 
где x, y – координата центра масс БЛА в инер-
циальной системе координат; νx, νy – проекция 
вектора скорости v

 БЛА на оси этой системы 
координат; ax, ay – ускорение центра масс БЛА.  
В качестве параметра управления БЛА в 
данном случае рассматривается вертикаль- 
ное ускорение аппарата ay(t). В (6) допускает- 
ся, что  22 ,x yv v v   где принято, что ско-
рость БЛА | |v v

, т. е. в процессе полета ап-
парата его скорость не изменяется. 
Определим оптимальное управление БЛА 
(ускорение ay(t)) на каждом из участков траек-
тории его полета. Важнейшую определяющую 
роль при синтезе оптимального управления  
играют правильные обоснование и формализа-
ция минимизируемого функционала качества.  
В данном случае в качестве критерия опти- 
мизации будем рассматривать традиционный 
для этого типа задач квадратичный функцио- 
нал [1, 6, 8]: 
 


















J c v v с y y
a dt





где tk – момент времени, при котором БЛА до-
стигает заданной очередной точки простран-
ства; vyзадан – заданное значение проекции ско-
рости БЛА на вертикальную ось y соответст- 
вующей инерциальной (стартовой) системы 
координат в момент tk; yзадан – вертикальная ко-
ордината заданной точки траектории поле- 















Вычислительная техника и управление 
 
 
 342 Наука 
техника. Т. 20, № 4 (2021)и 
   Science and Technique. V. 20, No 4 (2021) 
рый задается с учетом размерности перемен-
ных, входящих в (6).  
В отличие от задачи, решаемой в [6],  
в (7) νyзадан = 0, что соответствует горизонталь-
ному полету БЛА после окончания маневриро-
вания (изменения траектории) на соответству-
ющем участке траектории. 
Решение задачи минимизации функциона- 
ла (7) при наличии ограничений, накладывае-
мых на траекторию в виде (6), было получено  
в [8, 9] на основе применения методов ва- 
риационного исчисления. В дальнейшем для 
различных форм постановки задачи данное  
решение получило развитие в [1, 6]. Для за- 
дач (6), (7) проекция оптимального ускорения 





, , ( ) ( )
( ) ( ) ;
y y v y y
y y
a v y t t v t v
t y t y g
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где tk – t = tост – время, необходимое для дости-









                         (12) 
 
D – текущая дальность от центра масс БЛА до 
заданной точки пространства на соответству-
ющем интервале наведения; D  – модуль ско-
рости сближения БЛА с очередной заданной 
точкой. 
В (9)–(11) присутствуют неизвестные коэф-
фициенты с1, с2, которые определяют относи-
тельную значимость входящих в функцио- 
нал (7) переменных и выполняют роль норми-
ровочных коэффициентов. Так как общего тео-
ретического подхода для их получения нет,  
они выбираются исходя из конкретной поста-
новки задачи; в некоторых случаях могут за- 
даваться исходя из максимально допусти- 
мых значений величин переменных, перед  
которыми они стоят. В рассматриваемом слу- 
чае: c1 = 1/(νymax)
2; c2 = 1/(ymax)
2. Однако следует 
заметить, что выбор νymax и ymax также требует 
соответствующего обоснования. Оригинальное 
решение представлено в [8], где предлагается 
считать, что c1 и c2. Это означает, что 
терминальные составляющие функционала (7) 
значимее интегральной составляющей, кото- 
рая характеризует минимизацию перегрузки. 
Данное допущение справедливо, когда БЛА 
обладает достаточным запасом топлива на всей 
траектории полета при относительно неболь-
шой скорости полета в отличие, например, от 
управляемой ракеты, у которой значительные 
боковые перегрузки при ограниченном запасе 
топлива приводят к существенной потере ско-
рости и, следовательно, к потере управляе- 
мости на конечном участке траектории полета. 
В этом случае выражение для оптимальной  
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Необходимо принять во внимание, что в за-
коне управления (13) присутствует перемен- 
ная tост, которая в соответствии с (12) стремится 
к нулю. Поэтому при практической реализации 
закона управления (13) предлагается представ-










                       (14) 
 
где Dост – остаточная дальность до оконча- 
ния полета БЛА в заданную точку простран-
ства, в случае достижения которой при даль-
нейшем неуправляемом полете по прямой точ-
ность наведения БЛА в заданную точку являет-
ся приемлемой.  
Применение в законе управления выраже-
ния (14) вместо (12) позволяет избавиться от 
нежелательного деления на ноль в (13). 
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В качестве примера рассмотрено матема- 
тическое моделирование данной задачи в сре- 
де Mathcad при следующих заданных значе- 
ниях: ν = 50 м/с = const; Dост = 50 м. В соответ-
ствии с обозначениями, приведенными на рис. 2, 
заданы координаты точек, через которые дол-
жен пролететь БЛА: x1 = 0 м, y1 = 500 м; 
x2 = 850 м, y2 = 200 м; x3 = 1700 м, y3 = 200 м; 
x4 = 2550 м, y4 = 500 м. На рис. 2 представлена 




Рис. 2. Результаты компьютерного моделирования  
траектории полета беспилотного летательного аппарата:  
——  – y1k;  - - - -  – y2k;   - - - - – y3k 
 
Fig. 2. Results of computer simulation  
of unmanned aerial vehicle flight trajectory:  
——  – y1k;  - - - -  – y2k;   - - - - – y3k 
На рис. 3 представлены графики изменения 
управляющей вертикальной перегрузки ay(t) и 
вертикальной скорости νy(t) БЛА на трех при-
веденных на рис. 2 участках траектории полета. 
Как показали результаты моделирования дан-
ного примера, величины отклонений траекто-
рии БЛА от заданных промежуточных точек 
пространства не превышают 5 м, что вполне 
приемлемо. При этом величина управляющей 
перегрузки ny(t) = ay(t)/g не превышает пре-
дельно допустимых значений. 
Данный подход в определении управляю-
щей перегрузки БЛА применим и для решения 
пространственной задачи наведения БЛА. Это 
может производиться отдельным решением 
двух плоских задач с последующим их объеди-
нением или решением задачи в новой введен-
ной вращающейся системе координат, связан-
ной с вектором дальности БЛА до очередной 
точки пространства с последующим разделени-
ем по каналам управления БЛА с помощью 
матрицы преобразования координат (матрицы 
направляющих косинусов) [5, 10].  
 
                         а                                                                      b                                                                       с 
        
 
                         d                                                                      е                                                                       f 
                
 
Рис. 3. Изменения вертикальной перегрузки ayk и вертикальной скорости vyk на траектории полета:  
a, b – на участке 1; c, d – на участке 2; e, f – на участке 3  
 
Fig. 3. Changes in vertical overload ayk and vertical velocity vyk of flight path:  
a, b – in section 1; c, d – in section 2; e, f – in section 3  
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ВЫВОДЫ 
 
1. Полученный закон изменения управляю-
щей перегрузки ay(t) является основой для 
формирования структуры построения автопи-
лота беспилотного летательного аппарата в ви-
де закона изменения угла отклонения рулевой 
поверхности (рулей по каждому каналу управ-
ления) в виде y = f(ay, pi, t) (где pi = pi(t) – изме-
ряемый датчиками беспилотного летательного 
аппарата параметр, характеризующий его про-
странственное перемещение). В зависимости от 
вида математических моделей, описывающих 
пространственное перемещение беспилотного 
летательного аппарата, в том числе и относи-
тельно центра масс, могут применяться различ-
ные известные методы синтеза регуляторов си-
стем управления.  
2. Поскольку невозможно абсолютно точно 
описать математически все процессы, протека-
ющие в беспилотном летательном аппарате и 
влияющие на его состояние, на последнем эта-
пе синтеза системы управления таким аппара-
том, как и любой другой сложной технической 
системой, приходится производить коррекцию 
параметров автопилота (параметрическую оп-
тимизацию) под конкретную конструкцию бес-
пилотного летательного аппарата и конкретные 
условия его применения.  
3. Представленная методика синтеза закона 
изменения управляющей перегрузки беспилот-
ного летательного аппарата ay(t) является осно-
вой для последующего поэтапного синтеза си-
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